
PROBLEMA 2 
 

Siano a  e  , rispettivamente, i grafici rappresentativi delle funzioni: 
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a) al variare del parametro a , studiare gli intervalli di monotonia della funzione af . Considerata la retta r , di 

equazione y k  ( k ), determinare i valori di a  e k  in modo che r  risulti tangente ai grafici a  e  . 

 

Calcoliamo prima di tutto la derivata della funzione ( )af x  dopo aver osservato che il suo dominio è  1 : 
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Studiamo ora il segno della derivata per determinare gli intervalli di monotonia analizzando i due casi per il 
parametro a : 
 

se 0a  : 
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se 0a  : 
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La funzione cresce in ]0;1[  e in ]1;2[ , decresce in 

] ;0[  e in ]2; [  

La funzione cresce in ] ;0[  e in ]2; [ , decresce 

in ]0;1[  e in ]1;2[  

 

Osserviamo che in entrambi i casi abbiamo 0x   e 2x   come punti stazionari a derivata nulla, in particolare 

avremo come punti stazionari (0;0)O  e (2;4 )A a  

 

La funzione 
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 è una funzione pari. Possiamo limitarci allo studio della parte [0; [  in cui la sua 

equazione diventa 
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 ed ottenere la parte ] ;0]  per parità. 

 

Calcoliamo 
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 che vale 0  nel punto 1x  . 

Siccome '(0) 1g  , la tangente a destra nel punto (0;0)O  è 2 :  t y x ,mentre, sempre per parità, è 1 :  t y x 

a sinistra. 
 

Non potendo avere la tangenza di y k  nel punto O  dovremo avere la tangenza nel punto (2;4 )A a . 
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b) Siano A  e B  i punti stazionari, rispettivamente, dei grafici a  e  , con 0Ax   e 0Bx  . Determinare il valore 

di a  in corrispondenza del quale la misura del segmento AB  risulti minima. 
 
Con quanto abbiamo fatto al punto precedente, abbiamo: 
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Possiamo determinare il minimo in molti modi. Senza scomodare le derivate possiamo osservare che sotto radice 
abbiamo ottenuto una parabola con la concavità rivolta verso l’alto che ha il minimo nel vertice, ma ancora prima 
possiamo determinare il minimo guardando la prima radice, dove abbiamo la somma di due termini positivi dove 

solo il secondo contiene il parametro. Il minimo si ha quando 
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D’ora in avanti, si ponga 
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c) Studiare le funzioni 
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f  e g , esaminandone in particolare la continuità e la derivabilità, e tracciare i loro grafici 

rappresentativi 
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1. Dominio  

La funzione è algebrica, razionale fratta. Ha dominio  1 , è continua sugli intervalli  ;1  e  1; . 

Non presenta alcuna parità. 
 
2. Intersezioni con gli assi 

Interseca entrambi gli assi nel solo punto (0;0)O  

 
3. Studio del segno 

Visto che il numeratore è sempre positivo, sarà positiva per 1x   e negativa (o nulla) per 1x  . 
 
4. Studio dei limiti 
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Non avendo trovato asintoti orizzontali, cerchiamo asintoti obliqui: 
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La funzione presenta lo stesso asintoto 
1 1

8 8
y x   sia a   che a  . 

 
5. Studio della derivata 
Per quanto già fatto al punto a) sappiamo che  
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(0;0)O  è un punto di massimo relativo e 
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 un punto di minimo. 

 

 
La funzione è derivabile su tutti i punti del domino. 
 

Studiamo ora la funzione 
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1. Domino 

. Come già osservato la funzione è pari. Ci limiteremo allo studio su [0; [ , dove la funzione è 
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2. Intersezioni con gli assi 

( )g x  interseca entrambi gli assi in (0;0)O  



 
3. Studio del segno 
La funzione è sempre positiva o al massimo nulla. 
 
4. Studio dei limiti 
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 la funzione ha l’asse delle ascisse come asintoto orizzontale. 

 
5. Studio della derivata 

Avendo già calcolato la derivata al punto a) abbiamo 
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 è un punto di massimo relativo (e anche assoluto) per la funzione. 

Come già osservato il punto (0;0)O  è un punto angoloso con tangenti 1 :  t y x   e 2 :  t y x . 

 
Ricopiando per parità si ha: 
 

 
 

Osservando il grafico è facile determinare la soluzione risolvere la disequazione    1
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f x g x  in quanto la 

funzione 
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( )f x  (nel grafico in verde) sta al di sopra della funzione  g x  (nel grafico in arancione) solamente per 

1x  . 
 
 
 
  



d) Calcolare l’area della regione finita di piano delimitata da , dall’asse x  e dalle rette parallele all’asse y  

passanti per i punti di flesso 

 

Determiniamo le coordinate del punto di flesso a coordinate positive: 
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Il flesso cercato è il punto 
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L’area A  che dobbiamo determinare è quella evidenziata in figura. Sfruttando la parità possiamo calcolare 
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