
PROBLEMA 1 
 

In tabella sono indicati i rilevamenti, fatti a inizio anno a partire dal 2016, del livello dell’acqua del lago di 
Bracciano. Nel 2016 e nel 2017 il lago, oggetto di prelievi, era utilizzato come riserva idrica di emergenza 
per i comuni limitrofi e per l’approvvigionamento di Roma. Nel 2017, in considerazione dell’impatto 
ambientale e del notevole abbassamento del livello idrometrico rispetto a quello considerato ottimale, si è 
deciso di interrompere i prelievi, sospensione tuttora in atto. 
 

Anno (al 1° gennaio) 2016 2017 2018 2019 2020 2021 2022 2023 2024 2025 2026 

Differenza del livello 
rispetto allo zero 
idrometrico (in dm) 

- 6 - 16 - 20 - 18 - 16 - 14 - 12 - 10 - 10 - 10 - 10 

 
Si scelga un sistema di riferimento in cui l’unità, sull’asse delle ascisse, corrisponda all’arco temporale di un 
anno e il 1° gennaio 2016 allo zero, mentre sull’asse delle ordinate l’unità corrisponda a una differenza di 1 
dm rispetto allo zero idrometrico (livello ottimale). 
Con buona approssimazione, dall’inizio del 2016 fino all’inizio del 2019, si può descrivere l’andamento del 
livello delle acque con il modello polinomiale  

𝑦 = 𝑎(𝑥 − 2)4 + 𝑏(𝑥 − 2)3 + 𝑐(𝑥 − 2)2 − 20,     𝑎, 𝑏, 𝑐 ∊ ℝ. 
Nel periodo tra l’inizio del 2019 e l’inizio del 2023 si assume una crescita oscillante, approssimata con un 
modello del tipo 𝑦 = 𝑚𝑥 − 24 + 𝑠𝑒𝑛2(𝜋𝑥), con 𝑚 ∊ ℝ. Poi, fino all’inizio del 2026, l’andamento può 
essere approssimato con un modello del tipo y = 2cos(2𝜋𝑥) + 𝑘, con 𝑘 ∊ ℝ. 
 

a) Utilizzando i dati riportati in tabella e le informazioni fornite, definire il modello matematico 𝑓(𝑥) 
che esprime l’andamento del livello delle acque del lago in funzione del tempo, dopo aver 
determinato i valori dei parametri. 

 

Per la prima parte abbiamo la funzione 4 3 2( ) ( 2) ( 2) ( 2) 20If x a x b x c x        che deve passare 

per i punti (0; 6) , (1; 16)  (2; 20)  (3; 18) e . Sostituiamo e risolviamo il sistema che ne deriva per 

determinarne i parametri: 
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Eliminando la terza equazione e sommando prima e sottraendo poi la seconda con la quarta otteniamo: 
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 da qui con semplici calcoli perveniamo alla soluzione 
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Per la seconda parte abbiamo la funzione  2( ) 24IIf x mx sen x    che deve passare per i punti 

(3; 18)  (4; 16)  (5; 14)  (6; 12)  e (7; 10)  

Visto che il parametro è uno solo, sostituiamo solamente il primo punto: 



 218 3 24 3m sen      da cui si ricava 2m   

 

Osserviamo che  2( ) 2 24IIf x x sen x    verifica tutti gli altri punti indicati. 

 

Per la terza parte abbiamo la funzione  ( ) 2cos 2IIIf x x k   che deve verificare i punti (7; 10)

(8; 10) (9; 10) (10; 10)  

 
Come prima sostituiamo semplicemente il primo punto: 

 10 2cos 14 k    da cui abbiamo 12k   . 

 

La funzione  ( ) 2cos 2 12IIIf x x   verifica tutti i punti elencati. 

 
Il modello matematico è pertanto: 
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Si assuma come modello descrittivo dell’andamento idrometrico del lago la funzione 

𝑓(𝑥) = {
−

1

2
(𝑥 − 2)4 − (𝑥 − 2)3 +

7

2
(𝑥 − 2)2 − 20,           0 ≤ 𝑥 < 3

2𝑥 − 24 + 𝑠𝑒𝑛2(𝜋𝑥),                                                     3 ≤ 𝑥 ≤ 7
2 cos(2𝜋𝑥) − 12,                                                         7 < 𝑥 ≤ 10

 

b) Studiare 𝑓 e tracciare un suo grafico, dopo aver verificato la continuità, studiato la derivabilità e 
determinato i punti di estremo relativo. 

 
Sulla continuità non c’è nulla da aggiungere. Per quanto fatto al punto a) la continuità è assicurata dal fatto 
che i punti di contatto verificano entrambe le equazioni (nel modello avremmo potuto mettere gli uguali 
indifferentemente sulla prima, seconda o terza parte della funzione). 
 
Calcoliamo la derivata: 
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La funzione è derivabile in 3x  . 
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Determiniamo i punti di estremo relativo: 

per 0 3x   
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2x   è un minimo relativo. 
 

Per 3 7x   
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Per 7 10x   
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La funzione è un seno, quindi saranno alternativamente massimi e minimi ( k  pari =massimo; 

k  dispari=minimo) 
 
Con le informazioni che abbiamo, i punti in cui passa e determinando i valori delle ordinate di tutti i 
massimi e  minimi trovati possiamo tracciare un grafico qualitativo della funzione: 



 
 
 
  



 
c) Giustificare la non applicabilità del teorema di Lagrange alla funzione 𝑓 in [0; 10]. 

Esistono, tuttavia, punti di ascissa 𝑠 ∈ ]0; 10[ tali che 𝑓′(𝑠) =
𝑓(10)−𝑓(0)

10
 ?  

Motivare la risposta. 
 

Il Teorema di Lagrange non è applicabile nell’intervallo [0;10]  in quanto, come abbiamo già provato, la 

funzione, pur essendo continua non è derivabile in 7x  . 
 

Calcoliamo 
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Esisteranno molti punti in cui la tangente avrà coefficiente angolare pari a 
2

5
 , cioè parallelo alla retta che 

unisce il primo e l’ultimo punto dell’intervallo. In figura due delle possibili soluzioni. 
 

 
 
Se le ipotesi di un teorema non sono verificate la tesi può essere sia vera che falsa. Non possiamo saperlo. 
In questo caso si possono contare almeno 15 punti che verificano la tesi. 
 
 
 
  



 
d) Spiegare perché il teorema della Media Integrale è applicabile alla funzione 𝑓 in [0; 10]. Calcolare, 

quindi, la variazione media ∆ℎ del livello delle acque del lago negli anni presi in esame. 
Infine, considerando che la superficie del lago è di circa 57 km2, utilizzare ∆ℎ per stimare, in litri, la 
differenza del volume di acqua tra l’inizio del 2016 e l’inizio del 2026. 

 
Il Teorema della Media Integrale o Teorema del Valor Medio chiede che la funzione sia continua, e questa lo è 
(dimostrato al primo punto) 
 
Calcoliamo prima di tutto  
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Calcoliamoli uno alla volta: 
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Infine 
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Per il Teorema della Media Integrale 
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Da cui otteniamo  
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Finalmente… la perdita in litri del lago è di 

2 8 32781 2781
57 57 10  dm 792.858 milioni di litri

200 200
S h dm km         

 


